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Анотація 
Для опису складних коливань пружних тіл застосовується аналітично-експериментальний метод. 

Цей метод полягає в тому, що відома раніше інформація про одну з форм коливань використовується 

при побудові математичних моделей інших форм. Аналізується застосування ідей методів збурень 

(методу Ван-дер-Поля) та теорії спеціальних періодичних Ateb-функцій стосовно побудови аналітичних 

розв’язків відповідних систем диференціальних рівнянь. 
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У переважній більшості випадків пружні елементи машин і механізмів здійснюють складні 
коливання – поєднання в різних комбінаціях двох або трьох простих: згинальних, поздовжніх і 
крутильних. Таке поєднання декількох рухів зумовлює значні труднощі при аналітичному 
дослідженні динаміки процесів у пружних елементах. У загальному випадку математичними 
моделями таких складних процесів у пружних тілах навіть у випадку одновимірних 
розрахункових моделей є крайові задачі для систем диференціальних рівнянь у частинних 
похідних. Аналітичні дослідження коливальних процесів у них є складною математичною 
проблемою, чисельна ж симуляція таких математичних моделей не дає відповідей на низку 
практичних питань, зокрема, щодо зовнішніх і внутрішніх резонансів. Для часткового 
розв’язання цієї проблеми розроблено аналітико-експериментальний метод, основні ідеї якого 
полягають у наступному: наперед відому інформацію про одну із форм коливань 
використовують при побудові математичних моделей інших [1]. Це певною мірою спрощує 
математичну модель динаміки процесу розглядуваного пружного тіла. До того ж, якщо 
апріорна інформація описує динаміку процесу малих коливань у порівнянні з іншими, то для 
опису невідомих форм коливань достатньо ефективними методами дослідження є асимптотичні 
методи нелінійної механіки [2], які ґрунтовно розроблені для нелінійно пружних тіл [3–5].  

Резонансні явища в пружних тілах, які здійснюють згинальні та крутильні коливання, 
вивчалися, наприклад, у праці [6]. Для випадку проведення динамічного розрахунку пружних 
елементів складних інженерних конструкцій відповідна методика запропонована в роботі [7]. 

Особливо ефективним виявилося застосування ідей методів збурень (методу Ван-дер-Поля) 
та теорії спеціальних періодичних Ateb-функцій стосовно побудови аналітичних розв’язків 
систем диференціальних рівнянь, які описують нелінійні математичні моделі динаміки руху 
транспортних засобів у залежності від умов їх руху, характеристик системи підресорювання, 
типу коливань, наприклад, [8, 9]. 

Отримані результати можуть бути базою для вибору оптимальних режимів роботи машин і 
механізмів з метою уникнення в них резонансних явищ, втрати стійкості тощо. 
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MATHEMATICAL MODELS AND ANALYTICAL METHODS OF 

INVESTIGATION OF COMPLEX OSCILLATIONS OF ELASTIC BODIES 

 

Abstract 
An analytical-experimental method is used to describe complex vibrations of elastic bodies. This 

method consists in the fact that previously known information about one of the forms of oscillations is 
used in the construction of mathematical models of other forms. The application of the ideas of 
perturbation methods (the Van der Pol method) and the theory of special periodic Ateb functions in 
relation to the construction of analytical solutions of the corresponding systems of differential 

equations is analyzed. 

Keywords: dynamics, oscillations, mathematical model, nonlinearity. 
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