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Анотація 
Для опису складних коливань пружних тіл розроблений аналітично-експериментальний метод. Цей метод 

полягає в тому, що відома раніше інформація про одну з форм коливань використовується при побудові 

математичних моделей інших. Це певною мірою спрощує математичну модель динаміки процесу 

досліджуваного пружного тіла.. 
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У процесі експлуатації машин та механізмів найпростіші їх пружні елементи під дією зовнішніх та 

внутрішніх чинників здійснюють складні коливання – поєднання у різних комбінаціях поздовжніх, 

згинальних та крутильних. У загальному випадку математичними моделями процесу таких складних 

процесів пружних тіл навіть для одновимірних розрахункових моделей є крайові задачі для систем 

диференціальних рівнянь з частинними похідними. Дослідити аналітично процеси у таких тілах є 

складною математичною проблемою, чисельна ж симуляція вказаних математичних моделей не дає 

відповідей на низку практичних питань: це в першу чергу питання зовнішніх та внутрішніх 

резонансів. Для часткового розв’язання вказаної проблеми розроблено аналітико-експериментальний 

метод основні ідеї якого полягають у наступному: наперед відому інформацію про одну із форм 

коливань використовують під час побудови математичних моделей інших. Це у певній мірою 

спрощує математичну модель динаміки процесу розглядуваного пружного тіла. До того, якщо 

апріорна інформація описує динаміку процесу малих коливань у порівнянні із іншими, то для опису 

невідомих форм коливань достатньо ефективними методами дослідження є асимптотичні методи 

нелінійної механіки [1], які ґрунтовно розроблені для нелінійно пружних тіл [2]. Основну ідею 

вказаної методології у роботі узагальнено на нові класи систем, систем, які піддаються дії імпульсних 

збурень. Її викладено на прикладі пружного тіла, яке  обертається з кутовою швидкістю    

здійснюючи крутильні та поздовжні коливання.  Щодо зовнішніх дій, то вони зумовлені взаємодією 

тіла із зовнішнім середовищем під час його обертання в окремих точках, а відтак характеризуються 

імпульсними моментами. Крім цього, вважається, що основні характеристики поздовжніх коливань є 

відомими і описуються функціє  tzu , . Приймаючи для таких складних процесів у пружному тілі 

крутильні коливання за переносний рух, і відповідно, поздовжні - за відносний, диференціальне 

рівняння крутильних коливань такого пружного тіла можна привести до вигляду  
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В (1) zI  - погонний момент інерції відносно осі обертання тіла, G  - модуль зсуву,     ii ttzz   ,  - 

дельта функції Дірака [3,4] лінійної та часової змінних, 
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змінних функції, які характеризують величини дії у точках з координатою iz , в момент часу it , m  - 

маса одиниці довжини пружного тіла, udz
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2 - момент відносно осі обертання коріолісової сили 

інерції елементу пружного тіла.  

Вказане рівняння, для простоти, будемо розглядати за однорідних крайових умов 

    0,, 0   lzz tztz   .                                                       (2) 

Права частина рівняння (1)  за величиною є значно менша від другого доданку лівої частини. Останнє 

обмеження, на перший погляд, є підставою для застосування загальних ідей методів збурень при 

побудові одночастотного розв’язку крайової задачі (1), (2). Однак права частина рівняння (1) є 



дискретною функцією за лінійною та часовою змінними. Тому для застосування вказаних вище 

методів треба провести регуляризацію правої частини вказаного рівняння. Щодо регуляризації її за 

лінійною змінною, то тут методика відома і вона базується на властивостях повноти та 

ортонормованості системи власних функцій, які описують форми крутильних коливань незбуреного 

руху. Набагато складніша задача регуляризації правої частини за часовою змінною. На базі 

використання основних властивостей дельта-функцій  та спеціальної заміни зміни вдалось провести 

вказану процедуру і за часовою змінною, а відтак отримати рівняння, які описують амплітудо-

частотну характеристику крутильних коливань пружного тіла. Їх особливістю є те, що вони залежать 

від основних параметрів (амплітуди та частоти) поздовжніх коливань та зовні нього збурення. 

Розглянуто важливий практичний випадок, випадок дії імпульсних моментів у фіксованій точці 

пружного тіла через рівні проміжки часу. Для нього зокрема встановлено: 

 у пружному тілі можуть існувати резонансні явища зумовлені періодичним імпульсним 

моментом, та взаємним впливом одних коливань на інші;  

 амплітуда крутильних коливань під час переходу через резонанс за малих кутових 

швидкостей обертання є більшою; 

 резонансні явища зумовлені згинальними коливаннями пружного тіла можуть мати місце на 

непарних мод крутильних коливань.  
Отримані результати можуть бути базою для вибору режимів роботи машин та механізмів з метою 

уникнення у них резонансних процесів. 
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MATHEMATICAL MODELS AND ANALYTICAL METHODS OF INVESTIGATION OF 

COMPLEX OSCILLATIONS OF ELASTIC BODIES 
 

Abstract 
An analytical-experimental method has been developed to partially solve the description of complex oscillations. 

This method consists in the fact that previously known information about one of the forms of oscillations is used in the 

construction of mathematical models of others. This to some extent simplifies the mathematical model of the dynamics 

of the process of the studied elastic body. 
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