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Анотація 
Одержано результат про існування стоячих хвиль з періодичною амплітудою в дискретному рівнянні Клей-

на-Ґордона з кубічною нелінійністю. Для цього використано варіаційну техніку з використанням теореми про 
зачеплення. 
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Abstract 
The result of the existence of standing waves with periodic amplitude in the discrete Klein-Gordon equation with 

cubic nonlinearity is obtained. For this purpose, a variational technique using the linking theorem was used. 
Keywords: discrete Klein-Gordon equation, standing waves, critical points, linking theorem. 

 
Дискретні нескінченновимірні гамільтонові системи широко використовуються для моделювання 

складних квантових і оптичних явищ. Серед таких систем найбільш відомими є системи типу Фермі–
Пасти–Улама, дискретне нелінійні рівняння Шредінгера, дискретне рівняння Клейна-Ґордона.   

Важливими класами розв’язків таких рівнянь є біжучі і стоячі хвиль. В статтях [1-3; 5-7; 9; 10] до-
сліджено питання існування біжучих хвиль різних видів в рівняннях типу Клейна-Ґордона. В статтях 
[4; 12-14; 16-17] досліджувалось питання існування стоячих хвиль в дискретних нелінійних рівняннях 
типу Шредінгера. Питання існування і стійкості стоячих хвиль для рівнянь типу Клейна-Ґордона ви-
вчалося в працях [8; 11; 18; 19].  

Будемо вивчати дискретне нелінійне рівняння Клейна-Ґордона:  
    2 0, ,      n n nnq q m q f q n  (1) 

де  n nq q t  – узагальнена координата n -го осцилятора в момент часу t ,   1 1 2    n n nnq q q q  – 
одновимірний дискретний оператор Лапласа. Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему 
звичайних диференціальних рівнянь. 

У цій статті ми будемо вивчати рівняння (1) із кубічною нелінінійністю: 
  2 , nf r d r r    . nd  

Будемо шукати розв’язки системи (1) у вигляді стоячих хвиль 
    exp  n nq t u i t , (2) 
де   nu  називається амплітудою стоячої хвилі, а   – частотою. Підставляючи стоячу хвилю 
(2) в рівняння (1), одержуємо рівняння  
   22 2 , .    n n n n nu m u d u u n  (3) 

Позначимо через   1 1 1    n n n n n nnLu a u a u b u  і розглянемо більш загальне рівняння 

   22 , .  n n n nn
Lu u d u u n  (4) 

Всюди далі припускається, що виконується умова періодичності 



  

 і  існує таке N , що коефіцієнти ,na  nb  і nd  є N -періодичними, тобто , n N na a   n N nb b  і 
. n N nd d  

Зауважимо, що оператор L  є обмеженим і самоспряженим у просторі 2l . Його спектр ( ) L  має 
групову структуру, тобто ( ) L  є об’єднанням скінченного числа відрізків (див. [15]). Доповнення 

\ ( ) L  складається зі скінченного числа інтервалів, які називаються спектральними проміжками. 
Два з них напівскінченні. Якщо 1N , то скінченні проміжки не існують. Однак, у загальному випад-
ку скінченні проміжки існують і найбільш цікавий випадок, коли 2  належить скінченному проміж-
ку.  

Нехай  
 2 ;  a b , 

де  ,a b  – довільний фіксований спектральний проміжок оператора L . 
Будемо вивчати стоячі хвилі з періодичною амплітудою, тобто  

 , n kN nu u  (5) 
де k  – фіксоване. 

Позначимо через 2
kl  простір всіх kN -періодичних послідовностей. Це скінченновимірний простір 
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На просторі 2
kl  розглянемо функціонал 

    2 41 1, ,
2 4
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J u L u u u d u  (6) 

де kL  – оператор L , який діє в просторі 2
kl .  

За зроблених припущень функціонал kJ  належать класу 1С , а його похідна визначається форму-
лою 

   2 3, ,


    
k

k k n n nk
n Q

J u h L u u h d u h , 2,  ku h l . 

Крім того, критичні точки функціоналe (6) є розв’язками рівняння (4) з простору 2
kl . Таким чином, 

рівняння (4) є рівнянням Ейлера-Лагранжа для функціоналу дії kJ  у просторі 2
kl . Це рівняння завжди 

має нульовий розв’язок, тому нас цікавлять нетривіальні критичні точки даного функціоналу. 
Виявляється, що функціонал kJ  задовольняє умови теореми про зачеплення, а отже, має нетривіа-

льні критичні точки. Звідси одержується основний результат статті: 
Теорема 1. Нехай виконується умова   i , 0nd  для всіх n ,  2 ;  a b  та  b . Тоді для 

будь-якого 1k  рівняння (4) має нетривіальний kN -періодичний розв’язок 2 ku l . 
Оскільки спектр оператора 2  m  є відрізком 2 2, 4  m m , то з теореми 1 одержуємо наслідок: 

Наслідок 1. Нехай 0nd  для всіх n  та 2 2  m . Тоді для будь-якого 1k  рівняння (3) має 
нетривіальний kN -періодичний розв’язок 2 ku l . 
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