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 Анотація 

 У роботі побудовано формальний розв’язок зчисленної системи диференціальних рівнянь другого 

порядку з малим параметром дробового рангу при похідній й доведено асимптотичний характер 

такого розв’язку (у розумінні М.Крилова-М.Боголюбова-Ю.Митропольського) за допомогою методу 

«укорочення» О.Жаутикова. 

 Ключові слова: зчисленні системи диференціальних рівнянь, малий параметр, дробовий ранг,  

формальний і точний розв’язки, асимптотичні методи, метод «укорочення». 

 Abstract 

     In this paper a formal solution of a countable system of second order ordinary differential equations with 

a small parameter multiplying the second order derivative is constructed. We prove the asymptotic nature of 

such a solution (according to Kyrilov-Bogolyubov-Mitropolsky definition) using Zhautykov "shortening" 

method. 

     Keywords: countable system of second order ordinary differential equations, small parameter, formal and 

exact solutions, asymptotic methods, method of "shortening". 

 

Вступ 

Серед наближених методів інтегрування диференціальних рівнянь важливе місце займають 

асимптотичні методи, в основі яких лежить ідея розкладу шуканого розв’язку у формальний ряд за 

степенями малого параметра. І, хоча при цьому степеневі ряди є, зазвичай, розбіжними, тим не менш 

наближений розв’язок, отриманий шляхом обриву формальних рядів на якомусь m-му члені, є цілком 

корисним для цілого ряду практичних розрахунків. Цей розв’язок має асимптотичний характер у 

тому розумінні, що він прямує до відповідного точного розв’язку не із збільшенням числа членів 

ряду, а при фіксованій кількості членів ряду і при прямуванні до нуля так званого малого параметра. 

До фундаментальних досліджень у теорії нелінійних диференціальних рівнянь з малим параметром 

відносять праці М.Крилова, М.Боголюбова, Ю.Митропольського, Ю.Далецького і С.Крейна. В них 

створено асимптотичні методи, які тепер є одними із головних методів дослідження процесів, що 

відбуваються  коливальних системах. Великий науковий доробок у розвиток асимптотичних методів 

інтегрування диференціальних рівнянь та їх систем належить академіку М. Шкілю (понад 250 праць, 

серед яких 8 монографій) [6]. М. Шкіль створив наукову школу з теорії диференціальних рівнянь, яка 

розробляє методи побудови асимптотичних розв’язків диференціальних, інтегро-диференціальних 

рівнянь та їх систем у скінченних і банахових просторах. Зокрема, проблема асимптотичного 

інтегрування систем лінійних диференціальних рівнянь з малим параметром дробового рангу у 

скінченних і нескінченних (банахових) просторах розглядалася у працях В.Григоренка [2], 

Г. Завізіона, С. Кондакової [4], І. Конета [5], В. Лейфури, Т. Мейлієва [6], Ю. Підченка, 

М. Сотніченка, І. Старуна, М.Стрельнікова, В. Яковця [7] та інших.  

Знаходження асимптотичного розв’язку зчисленних систем диференціальних рівнянь (СДР) 

істотно відрізняється від побудови асимптотичного розв’язку систем диференціальних рівнянь в n-

мірному просторі того ж виду. Це пов’язано із вибором банахового простору, рівномірною збіжністю 

рядів, множенням нескінченних матриць (дистрибутивний закон множення відносно додавання), 



особливістю використання визначників. Диференціальні рівняння в нескінченних просторах вивчали 

К.Валєєв і О.Жаутиков [1], Ю. Далецький і С. Крейн, К.Персидський, М. Ковтонюк [2]. 

Результати дослідження 

Розглянемо в нескінченому просторі m  рівномірно обмежених і одностайно неперервних 

функціональних послідовностей однорідну систему диференціальних рівнянь 2-го порядку 
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де   ,x  – шуканий нескінченомірний вектор,   ,A  – дійсна нескінчена матриця, елементами якої 

є дійсні функції дійсної змінної,  0, ,L     – малий дійсний параметр, p і q – взаємно прості 

натуральні числа, причому 1.q    

 Відносно коефіцієнтів рівняння  1  припустимо, що матрицю   ,A  можна подати у вигляді 

ряду за степенями малого параметра    
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За допомогою підстановки 
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систему диференціальних рівнянь  2  другого порядку можна звести до зчисленної системи 

диференціальних рівнянь першого порядку 
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де  1 2, ,...y colon y y ,  2, qB     зчисленна матриця. 

 Тоді така система рівнянь задовольняє умовам теореми існування і єдиності нескінченних 

систем диференціальних рівнянь. Отже, через задану точку 
    ,...,, 0

2

0

10 xx  області H  проходить 

єдиний розв’язок       1 2, , , , ,...          даної системи, причому цей розв’язок є обмежений, 

одностайно неперервний відносно   і   і відносно своїх початкових значень, тобто має місце 

теорема 1. 

ТЕОРЕМА 1. Якщо виконуються умови стосовно коефіцієнтів системи (1), то у випадку 

2p q  і 2p q  існує формальний частинний розв’язок системи  2 , який можна подати у вигляді  
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Зауважимо, що можна довести асимптотичний характер побудованого формального розв’язку 

зчисленної СДР, використавши методику “укорочення” систем, яка розглядалась у працях  

К. Персидського, О. Жаутикова [1]. Суть методу полягає в тому, що розв’язування зчисленної СДР 



зводиться до розв’язування так званої “укороченої” СДР, причому розв’язок зчисленної системи  

отримується з розв’язку “укороченої” системи граничним переходом при n . 

Далі, для нашої зчисленної СДР розглянемо так звану “укорочену” систему 
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яка отримується з  3  прирівнюванням до нуля всіх шуканих функцій, починаючи з  12n ої, і 

відкиданням всіх рівнянь, починаючи з  12n го. Тут має місце теорема 2. 

ТЕОРЕМА 2. Якщо  ,v    розв’язок зчисленної системи диференціальних рівнянь  2 ; 

  ,y розв’язок «укороченої» системи диференціальних рівнянь  4 ,   ,my – m -наближений 

розв’язок системи  4 , тоді 00   існує стала 0C  така, що    0;0,;0   L  

правильна нерівність       ,...2,1,,,, 2

02,   snCyv pmm

nss  . 

Висновки 

Побудовано формальний розв’язок зчисленної системи диференціальних рівнянь з малим 

параметром дробового рангу при похідній вигляду (1) у випадку простого дискретного спектру 

матриці  0A , досліджено його асимптотичний характер. Доведено теореми 1 і 2. 
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