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Анотація 
За допомогою квазіконформних автоморфізмів розширеної комплексної площини побудовано спільну 

варіацію однолистої в багатозв'язній круговій області функції та її області визначення. 
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Summary 
Using a quasi-conformal automorphisms of an extended complex plane, a common variation of a function defined in 

a multiply connected circular domain and its definition domain is constructed. 
Keywords: automorphism, univariate, quasi-conformal, variation, multiply connected domain. 
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Визначення. Квазіконформним відображенням області D  називається гомеоморфний узагальнений 
розв’язок ( )w f z=  рівняння Бельтрамі 
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що зберігає  орієнтацію.  
Функція m  називається комплексною характеристикою відображення. 
Має місце наступна 

Теорема 1. Для кожної вимірної комплексної характеристики m  в області D , 1m
¥
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квазіконформне відображення :f Dm ® £ . Кожне інше квазіконформне відображення с тою ж 
характеристикою має вигляд f mj o , де j - конформне в ( )f Dm  відображення. 

Якщо L¥ -норма комплексної характеристики m  мала, то стає можливим записати формулу для 

квазіконформного автоморфізма £  з характеристикою m . 
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може бути представлений формулою  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )0

0

.
z z R a

z z dm
R z z

e z
w o e

p z z z
-

= - +
- -òò

£

%    (2) 

Наступна теорема уточнює теорему 2 у випадку симетрії комплексної характеристики ( ),zm m e=
. 



Теорема 3. Нехай ( ) ( ) ( ), ,z a z zm e e ea e= + , [ ]00,e eÎ , причому a
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Тоді існує ( ),zw e - квазіконформний автоморфізм розширеної комплексної площини £  з 
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де 0R > , а g - дійсна константа. 
Якщо додатково 
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то при z R=  
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Доведення. Виберемо деяке 0 0:0R R R< < . Будь-яке квазіконформне відображення ( )zw , що 

задовольняє всім умовам теореми 1, окрім ( )0 0R Rw = , може бути представлене у вигляді 
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Нехай ( )1 zw - квазіконформний автоморфізм £  з комплексною характеристикою 
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Підставляючи вибране A  в формулу ( ) ( )z A zw w= % , отримаємо представлення (3). 

Нехай тепер виконане (4). Обчислимо ( ),zw e  при z R= : 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2, 1 Re .

R R

a dm za dm
z z

z z
z z

z z

z ze
w e o e

p z z z z£ ³

æ ö
ç ÷= - + +
ç ÷- -è ø

òò òò  
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тому що під інтегралом стоїть чисто уявний вираз. Теорема доведена. 
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D  будемо називати круговою областю. 
Нехай в області D  визначена однолиста аналітична функція ( )w f z= . Системою функцій, що 

породжують варіацію ( )f z , будемо називати набір функцій ( ){ } 0
, n

k k
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околі kDd  граничної компоненти kD , голоморфних і однолистих там при кожному [ ]00,e eÎ , що 
мають вигляд 
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Максимальні по включенню підгрупи +G  і e
+G  груп G  и eG  відповідно, що складаються з 

конформних відображень, називаються групами симетрії областей D  и De . Множину \ +G G  
позначимо через -G . 
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Множина L - гранична множина клейнової групи G - є ніде не щільною досконалою множиною 
плоскої міри 0 . Вона буде конформно і квазіконформно усувною, тобто будь яке однолисте Q -
квазиконформне відображення множини \ L£  може бути продовжено до Q -  квазіконформного 
автоморфізму £ . 
Справедлива наступна 
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(функції ( ),kH z z  и ( ) ( )m
kG z  визначені через узагальнені ряди, які визначаються через 

відображення з розширеної групи симетрії області D - групи автоморфізмів площини, породженої 
інверсіями щодо кіл iC ). 
При 1n =  теорема 4 перетворюється у варіацийну теорему П.П. Куфарєва- Н.В. Сьомухіної [3], а 

якщо ще зробити граничний перехід 1 0R ® , отримаємо варіаційну теорему Г.М. Голузіна у 

формулюванні П.П. Куфарєва. Якщо ( )kp z   є такими, що в формулах для mae  множник при e  
дорівнює 0 , то шляхом досить громіздких викладень може бути отримана варіаційна теорема І.А. 
Александрова – А.С. Сорокіна [4] для багатозв’язних кругових областей. Рівність нулю цих виразів є 
необхідною умовою рівності k ka ae = , що вважається виконаним у наведених роботах. 
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