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Анотація 
У роботі проаналізовано асимптотичну поведінку ймовірностей групових відмов на одному інтервалі відно-

влення контролюючого пристрою. 
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Abstract 
This work is about analyzes the asymptotic behavior of the probabilities of group failures on a single recovery 

interval of the controlling device. 
Keywords: queueing system, the recovery process, stationary mode, asymptotics of the probabilities, group failures. 
 
У даній роботі розглядається функціонування багатоканальної системи масового обслуговування у 

стаціонарному режимі, для якої побудований напівмарковський робочий прибор, яким можна заміни-
ти k різних робочих приборів. 

Розглянемо систему масового обслуговування, яка складається з k різних робочих приборів та од-
ного контролюючого пристрою (пристрій захисту), які функціонують незалежно. Функціонування 
робочих приборів описується процесами відновлення з часами відновлення βi, що мають функції роз-
поділу  

   i iG t P t ,i 1,k    . 

Функціонування контролюючого пристрою описується альтернувальним процесом відновлення з 
часом роботи α1 і часом відновлення α0, які мають функції розподілу 

   i iF t P t ,i 0,1    . 

У випадку відмови якогось з робочих приборів контролюючий пристрій у робочому стані миттєво 
відновлює роботоздатність елементу, який відмовив. Якщо ж відмова сталася під час відновлення ко-
нтролюючого пристрою, то система вважається такою, що вийшла з ладу (аварійна відмова системи). 

Дана робота є продовженням аналізу функціонування описаної вище системи масового обслугову-
вання. У [1] методом фазового укрупнення [2] побудовано напівмарковський робочий прибор, яким 
можна замінити k різних робочих приборів. Отже будемо розглядати спрощену систему масового об-
слуговування, яка складається з двох елементів: робочого напівмарковського прибору, що побудова-
ний у [1], та контролюючого пристрою. Функціонування робочого прибору описується процесом ма-

рковського відновлення з часом відновлення  k , який має функцію розподілу       k

kP t U t    

[3]. Функціонування контролюючого пристрою описується альтернувальним процесом відновлення з 
функціями розподілу    i iF t P t ,i 0,1     часів роботи α1 і відновлення α0, причому  

0 I I , 0
     , 

де I  – індикатор з математичним очікуванням  

 M I p, 0, p 1      , 

а η та ξ – фіксовані випадкові величини з функціями розподілу  

   t P t ,       t P t    . 

Будемо уважати, що існують кінцеві  M   ,  M    ,   kM    . Проаналізуємо асимпто-

тику ймовірностей групових відмов на одному періоді відновлення 0
  контролюючого пристрою при 



умові, що система працює у стаціонарному режимі і перша відмова вже сталась (рис.1). 

 
Рисунок 1. Один період відновлення системи 

Перш за все, знайдемо ймовірність попадання системи у множину відмовних станів (це і є ймовір-
ність першої відмови). Напівмарковський прибор функціонує у фазовому просторі станів 

 E 1,2, ,k  . Відповідно до [3] уведемо напівмарковські стани системи: 

rIx – напівмарковський прибор перейшов у стан r ∈ Е, контролюючий пристрій у робочому стані, 
до початку його відновлення залишився час x ≥ 0; 

r0x – напівмарковський прибор перейшов у стан r ∈ Е, контролюючий пристрій знаходиться у 
стані 0, до кінця його відновлення залишився час x ≥ 0; 

0rx – контролюючий пристрій перейшов у стан 0 відновлення, а напівмарковський прибор знахо-
диться у стані r ∈ Е, до моменту його відновлення залишився час x ≥ 0; 

Irx – контролюючий пристрій перейшов у робочий стан, а напівмарковський прибор знаходиться у 
стані r ∈ Е, до моменту його відновлення залишився час x ≥ 0.  

На рис. 2 зображена часова схема функціонування системи. 

 
Рисунок 2. Часова схема функціонування системи 

Щоб задати процес марковського відновлення  n n, ;n 0   , який описує функціонування систе-

ми, визначимо часи перебування у напівмарковських станах (рис. 2): 

 rIx r x    ,   r0x r x    ,  0rx 0 x    ,  Irx 1 x    . 

Граф-схему переходів вкладеного цепу Маркова  n ,n 0   приведено на рис.3. 

 
Рисунок 3. Граф-схема переходів вкладеного цепу Маркова. 

Відповідно до алгоритму стаціонарного фазового укрупнення [2] стаціонарний процес марковсь-

кого відновлення  с с
n n, ;n 0   , який описує функціонування системи у фазовому просторі станів 

 cE rI, r0,0r, Ir;r E  , задається часами перебування у станах 

       
c c c c
r0 0 rI 1 0r 0 Ir 1r r r r, , ,                  . 

Укрупнимо усі стани напівмарковського прибору в один, який позначимо 1 . Тоді систему буде 

описувати процес марковського відновлення  nn , ;n 0    у фазовому просторі станів 

  E I1,1I,01,10      з часами перебування у станах 
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де випадкові величини  1
   і  1

   мають: 
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тут i  – стаціонарні ймовірності станів і ∈ Е; 
– щільність розподілу 
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Уведемо до розгляду випадкову величину 
k

ii 1

 


    , яка має щільність розподілу 

          
k

i ii
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g t G t G t




  . (3) 

Теорема 1. Ймовірність попадання системи, яка складається із k різних приборів, часи відновлен-

ня яких βi мають функції розподілу Gi(t), i 1,k  і одного контролюючого пристрою з функцією роз-
поділу F0(t) часу відновлення α0 у множину відмовних станів визначається співвідношенням 

          i

k
k

0 ii 0 ii 1
i 1 0

q P F t G t G t dt

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де    ii i
i 0

1
,b G t dt

b



    ,    
k

i j j jj
j i t

G G ,G G x dx


  



    . 

Доведення. Із усіх станів простору Е  відмовним являється лише один стан 10 , у який можна пот-

рапити тільки із стану 01 . Тому для q, беручи до уваги (1) і (2), можна записати: 

        
 

     0 0 101 1
0 01

1
q P F t u t dt F t U t dt

m

 
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     


  (5) 

Cпіввідношення (4) доведемо методом математичної індукції. Для двох приборів із (5) будемо ма-
ти  
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Тобто, (4) при k = 2 вірно і   1 22
     . 

Припустимо, що формула (4) вірна для (k – 1)-го прибору і  
k 1

ik 1 i 1

 
 

    . Доведемо вірність фо-

рмули (4) для k приборів. Приймаючи до уваги співвідношення  
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а також (3) із (5) для k приборів отримаємо: 
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Оскільки  
k 1

ik 1 i 1

 
 

    , то (6) з урахуванням (3) набуде вигляду 
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тобто одержали (4). Теорема доведена. 

Слідство. У випадку, коли усі прибори однакові, тобто Gi(t) = G(t) при усіх i 1,k , співвідношен-
ня (5) приймає вигляд: 
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Останнє співвідношення (7) просто виходить із (5) з урахуванням позначень  
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У роботі знайдена ймовірність попадання багатоканальної системи масового обслуговування, яка 
функціонує у стаціонарному режимі, у множину відмовних станів, тобто ймовірність першої відмови 
системи на одному періоді відновлення контролюючого пристрою.  
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