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Анотація  

У роботі було досліджено поліном Чебешева,задача Діріхле. На основі цього було виведено 

інтеграл Пуассона-Чебишева. 
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Abstract 

In the  paper  Chebyshev's polynomial, Dirichlet's task  were studied. Based on if the the Poisson-Chebyshev 

integral was deduced. 

Keywords: polynomial, integral, differential equation 

 

Розглянемо питання знаходження  в 1nH  (множина усіх поліномів степеня n зі старшим 

коефіцієнтом рівним 1) поліном  P x ,який найменше  відхиляється від функції ( ) nf x x  на сегменті 

 1,1 . Якщо шуканий поліном   1 2n nP x ax bx r    ,покладемо: 

   1 2  n n nR x x an b r      (1) 

тому знаходження полінома зводиться до підбору коефіцієнтів , , ,a b r , щоб величина                    

 
1 1
max

x
M R x

  
 мала найменші значення [1, ст.61]. У формулі (1) можна записати будь-який поліном 

старший коефіцієнт якого дорівнює одиниці,величина   є відхилення цього полінома від нуля. Тому 

задача зводиться до відшукання зі всіх поліномів зі степеням    зі старшими коефіцієнтами,що рівні 

одиниці,найти той,що має найменше відхилення на даному сегменті. 

Означення:  Поліном виду  

  1cos( cos )T x n xn
  

(2) 

 називається  поліном Чебишева першого роду. 

Властивості многочлена Чебишева:  

 ортогональність по відношенню до відповідного скалярного добутку,з  вагою 
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 серед всіх многочленів,значеннях яких знаходиться на  [-1;1]  не перевищує по 

модулю 1, поліном має:  

o найбільший старший коефіцієнт; 

o найбільше значення у довільній точці . 

 нулі полінома Чебишова є оптимальними вузлами інтерполяційних схем [2]. 

Обчислення  nT x   для  1;1   зручно робити  так: 

1. Знайти на  0; такий кут  , що cos x  . 

2. Обчислити   cosnT x  . 

Многочлени Чебишева дають розв’язок поставленої задачі. 

Теорема. Із всіх поліномів степеня  , зі старшими коефіцієнтами,які дорівнюють одиниці, що 

найменше відхиляється від нуля на сегменті [-1;1] поліном 

 1
1 1
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( ) ( ) cos cos

2 2
n n

T
n n

x T x n x
 

   [1, ст.63]. 

Розв’яжемо тепер задачу Діріхле для рівняння Лапласа в крузі. Нехай для гармонічної в крузі 

функції  ,U r    встановлені умов рівності на границі функції      

   ,U R     (3) 



   ,U R     (4) 

де    – задана функція,  – полярний кут. Задача полягає у знаходженні  в 
1n

H


 поліном  P x , 

який найменше  відхиляється від функції   nf x x   на сегменті [-1,1]  [3]. 

Запишемо задачу Діріхле в полярній системі  ,  , яка дозволить застосувати метод Фур’є для 

знаходження розв’язку цієї задачі. 
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(5) 

Шукатимемо розв’язок у вигляді:      , *Φ 0U R     . 

Підставивши формулу в рівняння (5), можна показати, що ми отримаємо два диференціальні 

рівняння: 
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 (6) 

Розглянемо випадок,коли 2q  , q Z .Тоді розв’язок другого рівняння системи (6) 

  cos( ) sin( )A q B q     . 

Тепер розглянемо перше рівняння системи (6): 
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(7) 

Функцію  P  будемо шукати у вигляді   2 P   , підставивши її у рівняння (7), отримаємо 

розв’язок  рівняння: ( )( ) q qP C D      де  C  і D   – константи. 

Поклавши 0D  ,отримаємо частковий розв’язок задачі: 

   , cos( ) sin( qU A q B q C       

Крім того, при 0  отримаємо розв’язок  0 ,U const   , який ми позначимо  0
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Так як   задана як функція кута  ,розкладемо її в ряд Фур’є і підставивши вирази для коефіцієнтів 

Фур’є у формулу (8),отримаємо: 
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де 
 

2 2
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R
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

  
 – ядро Пуассона [3]. 

Враховуючи властивості полінома Чебишева та інтегральну формулу Пуассона ми запишемо 

інтеграл Пуассона-Чебишева: 

        
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    , де ( 1)y cos x , , 



 
2 1cos cosT̂ x k xk 

 , k N – ортонормована з вагою 
2
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1 
 на [-1,1]  система поліномів 

Чебишева з коефіцієнтами Фур’є функції f ,
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гармонійне ядро Пуассона. Апроксимативні властивості якого були дослідженні в роботах [4],  [5]. 
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