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Анотація 
Одержано результат про існування стоячих хвиль для дискретного нелінійного рівняння типу Шредінгера з 

кубічною нелінійністю на двовимірній ґратці. 
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Abstract 
It is obtained result on existence of standing waves for discrete nonlinear Schrödinger equation with cubic nonlin-

earity on 2D-lattice. 
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Вступ  

Останнім часом значну увагу приділяють моделям,  дискретним за просторовою змінною. Серед 
рівнянь, які описують такі моделі, найбільш відомими є рівняння ланцюгів осциляторів, дискретне 
рівняння sin-Ґордона, система Фермі–Пасти–Улама, дискретне нелінійне рівняння Шредінгера.  

Серед розв’язків таких систем особливої уваги заслуговують біжучі хвилі. В статті [3] одержано 
умови існування періодичних біжучих хвиль в ланцюгах Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґратці. 
В статтях [1; 14; 15] вивчались бiжучi хвилi для систем лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, 
розміщених на двовимірних ґратках. В статтях [7; 8] одержано результати про існування дозвукових і 
надзвукових періодичних біжучих хвиль для нескінченної системи нелінійно зв’язаних нелінійних 
осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці. А в статті [2] одержано результат про існування ві-
докремлених біжучих хвиль для таких систем. В статтях [6; 9; 11] вивчались біжучі хвилі для дискре-
тного рівняння sin-Ґордона на двовимірній ґратці.  

В статтях [4; 16; 17] досліджено питання існування стоячих хвиль для дискретного нелінійного рі-
вняння Шредінгера на одновимірній ґратці. 

 
Результати дослідження 

Вивчається дискретне нелінійне рівняння Шредінгера на плоскій цілочисловій ґратці з кубічною 
нелінійністю 
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, , , , , , , ,n m n m n m n m n mi t t x t t n m         (1) 

де  ,n m t  – хвильова функція  ,n m -ї частинки, а   1, 1, , 1 , 1 ,,
4n m n m n m n m n mn m

               — дво-
вимірний дискретний оператор Лапласа. Зауважимо, що в статті [10] вивчались двовимірні солітони в 
таких системах при , 2n mx .  

Припускається, що послідовність  ,  n mx  є N -періодичною, тобто , , ,  n N m n m N n mx x x . 
Стоячі хвилі в цьому випадку мають вигляд 

    , , exp  n m n mt u i t , (2) 

де  ,  n mu  називається амплітудою стоячої хвилі, а   — частотою. Такі розв’язки іноді нази-
вають бризерами або лакунарними солітонами. 

Будемо вивчати стоячі хвилі двох видів: з N -періодичною амплітудою та амплітудою, яка збіга-
ється до нуля (локалізовані хвилі), тобто відповідно 
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Підставляючи стоячу хвилю (2) в рівняння (1) і враховуючи, що  exp 1 i t , одержимо рівняння 
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, , , , ,  n m n m n m n m n mu u x u u .  (5) 

Позначимо , 1, 1, 1, , , 1 , 1 , 1 , ,         n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mL a u a u b u b u c u  і розглянемо більш загальне рівняння 
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, , , , , n m n m n m n m n mLu u x u u ,  (6) 

де , , ,  n N m n m N n ma a a , , , ,  n N m n m N n mb b b  і , , ,  n N m n m N n mc c c . 
З рівнянням (6) пов’язується функціонал  
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визначений на гільбертовому просторі 2:E l  зі скалярним добутком   , ,
,
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Зазначимо, що кожний елемент  2l  автоматично задовольняє умову (4).  

Зафіксуємо k  і позначимо через kE  простір всіх kN -періодичних послідовностей. Це є kN -
вимірний гільбертів простір зі скалярним добутком   , ,

,
,
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kN kNQ n n kN і [ ]x  – ціла частина .x  На просторі kE  

розглянемо функціонал 
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де kL  — оператор L , який діє в просторі kE . 
Критичні точки функціоналів (7) і (8) є розв’язками рівняння (6), які задовольняють відповідно 

умови (3) і (4). 
Основними результатами є наступні дві теореми ([5]). 
Наступна теорема, яка доведена за допомогою методу критичних точок і теореми про зачеплення 

([18]), дає існування нетривіальних періодичних розв’язків рівняння (6). 
Теорема 1. Нехай , 0n mx ,  ; a b  та  b . Тоді для будь-якого 1k  рівняння (6) має нетри-

віальний kN -періодичний розв’язок   k
ku E . Більше того, існує константа 0C  , незалежна від k  і 

така, що   k

k
u C ,    k

kJ u C . 

За допомогою методу періодичних апроксимацій доведено існування нетривіальних локалізованих 
розв’язків рівняння (6). Критичні точки функціоналу J  побудувано за допомогою переходу до гра-
ниці при k  в критичних точках функціоналу kJ . 

Теорема 2. Нехай , 0n mx  і  ; a b . Тоді якщо  b , то рівняння (6) має нетривіальний 
розв’язок u E . Якщо ж  b , то рівняння (6) нетривіальних розв’язків не має.  

 
Висновки 

Таким чином, у цій статті одержано результат про існування періодичних і локалізованих стоячих 
хвиль для рівняння Шредінгера з кубічною нелінійністю на двовимірній ґратці. 
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