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Моделювання перехідних процесів у складних електротехнічних системах, деякі з яких (наприклад, роз-

галужені електроенергетичні системи) описують тисячами диференціальних рівнянь, є достатньо про-

блемною задачею навіть для сучасного рівня обчислювальної техніки і методів розв'язування звичайних 

диференціальних рівнянь [1]. Проблема полягає в тому, що у випадку застосування числових методів на 

поведінку досліджуваної системи накладається ще й поведінка використаного числового методу. Як пока-

зано в роботах [2, 3], внаслідок дискретизації числовими інтеграторами неперервної моделі технічної сис-

теми в отриманій цифровій моделі з'являються додаткові нулі та полюси результуючої дискретної пере-

давальної функції, внаслідок чого зростає складність результуючої цифрової моделі електротехнічної сис-

теми порівняно з аналоговим прототипом. Проблема загострюється у випадку швидкісного знаходження 

перехідних процесів в електричних колах у режимі реального часу (real-time calculation) чи й швидше для опе-

ративного керування мережами [1]. Те ж саме стосується сучасних цифрових систем керування, які ґрун-

туються на моделях об'єкта чи використовують спостерігачі контрольованих параметрів. 
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Вступ 

 

Для дослідження появи похибок від використання числових методів застосуємо відмінний від прик-

ладної математики спосіб – метод передавальних функцій з теорії автоматичного керування. 

Звернемо увагу, що у випадку опису динаміки лінійної (лінеаризованої в околі точки) електричної 

системи засобами передавальних функцій, поведінка такої системи однозначно залежить від розміщення 

нулів і полюсів цієї передавальної функції (відповідно, коренів поліномів чисельника і знаменника) на 

комплексній площині [5]. Таким чином, у випадку використання числових методів для розв'язування 

задач розрахунку динаміки, результуюча дискретна передавальна функція цифрової моделі мала б точно 

відтворити таку ж саму кількість нулів і полюсів, як і в неперервній моделі. Відзначимо, що для тестово-

го кола другого порядку наявні лише два (дійсні або комплексно-спряжені) корені, які й відповідають за 

поведінку такої системи. 

 
Мета та задачі 

Метаю задачі є дослідження природи впливу числових методів під час використання їх як числових 

інтеграторів в електромеханічних системах.  

Таким чином, вирішується задача визначення найбільш ефективних числових методів для подальшо-

го використання числових методів  у задачах електромеханіки. 

 

Результати досліджень 

Увесь процес одержання дискретної передавальної функції цифрової моделі проілюструємо на прик-

ладі явного числового інтегратора четвертого порядку Адамса і кроку h (також відома як формула Ада-

мса-Бешфорта – Adams-Bashforth [6]). Дискретна передавальна функція цифрового інтегратора четверто-

го порядку і процес її одержання показано в [7]: 
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Для одержання цифрової моделі у формі структурної моделі системи другого порядку використане 

подання у канонічній формі спостережності  [5], як показано на рис. 1. Позначення на рисунку: 

210 ,, aaa  – коефіцієнти характеристичного полінома передавальної функції другого порядку; 

X(s) – відображення за Лапласом вхідного сигналу; 

Y(s) – відображення за Лапласом вихідного сигналу. 
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Рис. 1. Структурна схема для канонічної форми передавальної функції другого порядку 

Наступним кроком є заміна неперервного інтегратора з передавальною функцією 1/s на дискретний 

інтегратор з відповідною передавальною функцією )(zWi . Це відповідає дискретизації неперервної 

системи і одержання дискретної передавальної функції цифрової моделі в z-площині. 

А тепер справдимо, чи одержана дискретна передавальна функція цифрової моделі має так само два 

полюси, як і неперервний прототип з передавальною функцією 
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вуючи канонічну форму спотережності (рис. 1, [5]). Замінивши неперервний інтегратор (див. рис. 1) 

цифровим інтегратором з дискретною передавальною функцією )(zWi  після елементарних алгебрич-

них перетворень одержимо дискретну передавальну функцію цифрової моделі ланки другого порядку: 
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Зверніть увагу, що нулі та полюси цифрового інтегратора будуть додані до дискретної передавальної 

функції цифрового аналога неперервної системи. Замінивши )(zWi  на )(4 zW AB
 у цьому рівнянні, 

отримаємо дискретну передавальну функцію цифрової моделі з використанням явного числового інтег-

ратора Адамса четвертого порядку: 

01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6

223456

2

)1106317227134281(
)(

dzdzdzdzdzdzd

hzzzzzz
zW

++++++

+−+−++
=   (3), 

де коефіцієнти полінома дискретної передавальної функції четвертого порядку будуть такими: 
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06 57621681 ahahad ++= . 

В одержаній дискретній передавальній функції з'явилося 6 незалежних від величини кроку h дискре-

тних нулів і 6 дискретних полюсів. Зауважимо, що коефіцієнти полінома знаменника залежать від вели-

чини кроку h, що викликає, відповідно, переміщення дискретних полюсів комплексною площиною за-

лежно від значення кроку h. Для деякої величини кроку ці полюси можуть вийти за межі області стабі-

льності. 

Але відзначимо найголовніше – поведінка системи з  6 нулями і 6 полюсами відрізняється від поведі-

нки системи з лише 2 полюсами. Більше того, ситуація лише погіршується зі зростанням порядку число-

вого методу внаслідок зростання кількості додаткових нулів і полюсів. 

Візьмемо до розгляду тестове електричне коло другого порядку (рис. 2) [2], яким доволі часто можна 

описати елементи електричних та електроенергетичних систем і для якої просто знаходяться оператор-

ним методом Хевісайда [4] аналітичні вирази для вихідних координат з метою перевірки. Простота да-

ного прикладу, тим не менше, дає змогу легко провести необхідний повний аналіз, не вдаючись до скла-

дних перетворень. 

Комп'ютерні дослідження проводилися на вказаному колі для визначення невідомої напруги на кон-

денсаторі UC(t). Перехідний процес знаходився для випадку нульових початкових умов і підімкнення 

джерела напруги E. Одержані результати порівнювалися з аналітичним розв'язком операторним методом 

Хевісайда (перетворення Лапласа). 

 R1 = 5  L1 = 0.1 H 

E = 100 V 

C1 = 3.3 F 

I(s) 

UC(s) 

R2 = 200  t = 0 

 
Рис. 2. Тестове коло [2] 

Напруга на конденсаторі UC(s) у цьому випадку матиме таке відображення за Лапласом: 
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Після елементарних алгебричних перетворень одержимо відображення за Лапласом напруги на кон-

денсаторі, яке знаходять оберненим перетворенням Лапласа: 
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Звернемо увагу, що поведінка системи визначається 2 полюсами. 

Комп'ютерні розрахунки проведені в середовищі математичного застосунку MATLAB [8] з бібліоте-

кою Control Systems Toolbox [9] і показані на рис. 3 для мапи розподілу нулів/полюсів і кроку h = 10–4 с. 
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Рис. 3. Розподіл нулів/полюсів для кроку розв'язування h = 0.0001 с 

Аналогічні результати одержано й для інших числових методів і кроків розв'язування, що підтверди-

ло висунуті положення. 

Висновки 

Аналіз передавальних функцій цифрових моделей, які одержані дискретизацією неперервного прото-

типу з використанням числових методів високого порядку, призводить до ускладнення результуючої 

комп'ютерної моделі. Таке ускладнення викликане внесенням в дискретні передавальні функції цифро-

вих моделей додаткових нулів і полюсів порівняно з вихідною неперервною системою, що, відповідно, 

змінює її поведінку. Таким чином, внаслідок наведених вище міркувань випливає доволі несподіваний 

висновок: числові методи розв'язування диференціальних рівнянь високого порядку є неефективними 

для моделювання електротехнічних систем. 
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NUMERICAL INTEGRATORS IN CALCULATIONS OF ELECTRICAL CIR-

CUITS 
1Lviv polytechnic national university 

Modeling of transients in complex electrical systems, some of which (for example, branched power 

systems) describe by thousands of differential equations, is quite a problem even for the current level 

of computer technology and methods for solving ordinary differential equations [1]. The problem is 

that in the case of applying numerical methods at the behavior of the studied system is also superim-

posed on the behavior of the numerical method used. As shown in [2, 3], due to the discretization of 

the continuous model of the technical system by numerical integrators, additional zeros and poles of 

the resulting discrete transfer function appear in the obtained digital model. As a result, a complication 

of the resulting digital model of the electrotechnical system is increasing comparatively with an analog 

prototype. The problem is exacerbated in the case of high-speed founded in electrical circuits in real-

time (real-time calculation) or even faster for the operational management of networks [1]. The same 

applies to modern digital control systems, which are based on object's models or using observers of 

controlled parameters. 

Keywords: electric circuit, numerical integrators, numerical methods, discretization, zeros/poles. 
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