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Анотація 

У роботі дослідженно застосування методів вищої математики, зокрема теорії умовної 

оптимізації функцій багатьох змінних, до розв’язання прикладних задач балансування числових 
параметрів у сучасних ігрових механіках. У ході роботи формалізовано математичну модель 

показника Damage Per Second (DPS), складено функцію Лагранжа та аналітично знайдено точку 

умовного екстремуму за наявності обмежень на сумарну кількість ресурсів. Крім того, здійснено 
програмну реалізацію пошуку оптимуму засобами мови Python. 

Ключові слова: вища математика, методи оптимізації, множники Лагранжа, часткові похідні, 

функція багатьох змінних, мова програмування Python, математичне моделювання. 

Abstract  
The purpose of this article is to investigate the application of higher mathematics methods, specifically the 

theory of conditional optimization of multivariable functions, to solve applied problems of balancing numerical 

parameters in modern game mechanics. During the work, a mathematical model of the Damage Per Second 
(DPS) metric was formalized, the Lagrange function was constructed, and the point of conditional extremum 

was found analytically subject to constraints on the total amount of resources. In addition, a software 

implementation for finding the optimum using the Python programming language was carried out. 
Keywords: higher mathematics, optimization methods, Lagrange multipliers, partial derivatives, 

multivariable function, Python programming language, mathematical modeling. 

 

Вступ 
Задачі оптимізації функцій багатьох змінних є фундаментальним розділом сучасної вищої 

математики, що знаходить широке застосування в комп’ютерному моделюванні, економічному 

прогнозуванні та інженерному проектуванні. Математична суть таких задач полягає у знаходженні 
значень аргументів, при яких цільова функція досягає свого екстремуму (максимуму або мінімуму) за 

певних умов. У випадках, коли на змінні накладаються додаткові обмеження у вигляді рівностей, 

класичні методи диференціального числення трансформуються в теорію умовної оптимізації, де 
найбільш ефективним аналітичним інструментом є метод множників Лагранжа.  

Актуальність даного дослідження зумовлена стрімким розвитком індустрії відеоігор, де 

математичне моделювання бойових процесів стає необхідним етапом для створення збалансованих 

систем. Об’єктом дослідження виступає механіка розрахунку шкоди в секунду (Damage Per Second) у 
грі Genshin Impact. З математичної точки зору, DPS є складною нелінійною функцією багатьох змінних, 

таких як базова атака, критичний шанс та критична шкода. Оскільки ігрові ресурси (статистичні 

характеристики артефактів) є обмеженими, виникає потреба в пошуку такого розподілу цих ресурсів, 
який би забезпечував глобальний максимум цільової функції. 

Особлива увага в роботі приділяється формалізації ігрових параметрів у вигляді математичних 

змінних та складанню рівняння зв’язку, що відображає обмежений «бюджет» характеристик 
персонажа. На відміну від емпіричних методів підбору, які часто використовуються гравцями, 

застосування методу Лагранжа дозволяє отримати строге аналітичне розв’язання задачі та вивести 

оптимальні пропорції показників.  

 

Результати дослідження 

Математична постановка задачі Нехай базова атака персонажа є константою. Додаткові параметри, 

які ми можемо розподіляти, позначимо як змінні: 

𝑥 − бонус до сили атаки (ATK%); 

𝑦 − шанс критичного влучання (Crit Rate); 



𝑧 − критична шкода (Crit DMG). 

Цільова функція (математичне очікування DPS), яку необхідно максимізувати, має вигляд: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴0(1 + 𝑥)(1 + 𝑦 ⋅ 𝑧) 

Оскільки загальна кількість ресурсів (характеристик на артефактах) обмежена, вводимо рівняння 

зв’язку. Кожна характеристика має свою «ціну» або вагу (𝑤1𝑤2𝑤3), а загальний бюджет дорівнює 

константі S: 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑦 + 𝑤3𝑧 − 𝑆 = 0 

Застосування методу множників Лагранжа Для знаходження умовного екстремуму складемо 

функцію Лагранжа: 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝜆 ⋅ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝐴0(1 + 𝑥)(1 + 𝑦𝑧) + 𝜆(𝑆 − 𝑤1𝑥 − 𝑤2𝑦 − 𝑤3𝑧) 

Для знаходження стаціонарних точок знайдемо частинні похідні першого порядку по кожній із 

змінних та прирівняємо їх до нуля: 

𝜕𝑥

𝜕𝐿
= 𝐴0(1 + 𝑦𝑧) − 𝜆𝑤1 = 0 

𝜕𝑦

𝜕𝐿
= 𝐴0(1 + 𝑥)𝑧 − 𝜆𝑤2 = 0 

𝜕𝑧

𝜕𝐿
= 𝐴0(1 + 𝑥)𝑦 − 𝜆𝑤2 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑆 − 𝑤1𝑥 − 𝑤2𝑦 − 𝑤3𝑧 = 0 

З другого та третього рівнянь виразимо 𝜆: 

𝜆 =
𝐴0(1 + 𝑥)𝑧

𝑤2
=

𝐴0(1 + 𝑥)𝑦

𝑤3
 

Оскільки 𝐴0 ≠ 0 і (1 + 𝑥) > 0,  можна скоротити ці множники: 

𝑧

𝑤2
=

𝑦

𝑤3
⟹ 𝑦 =

𝑤3

𝑤2
𝑧. 

У контексті механіки гри Genshin Impact максимальне значення шансу криту (𝑦), яке може випасти 

(в середньому 3.3%), відноситься до критичної шкоди (𝑧, в середньому 6.6%) як 1:2. Відповідно, вага 

цих характеристик має співвідношення𝑤2 = 2𝑤3. Підставивши це в нашу пропорцію, отримаємо: 

𝑦 =
𝑤3

2𝑤3
𝑧 ⟹ 𝑧 = 2𝑦. 

Цей аналітичний висновок математично доводить відоме емпіричне правило гравців: для 

досягнення максимуму функції DPS ідеальне співвідношення шансу критичного влучання до 
критичної шкоди завжди становить 1:2. 

 

Програмна реалізація алгоритму 
Для підтвердження аналітичних розрахунків було розроблено скрипт мовою Python з 

використанням бібліотеки scipy.optimize, яка містить алгоритми чисельної оптимізації. 

import numpy as np 

from scipy.optimize import minimize 

 

def objective(vars): 

    # Змінні: [ATK%, Crit Rate, Crit DMG] 



    x, y, z = vars 

    A0 = 1000  # Базова атака 

    return -(A0 * (1 + x) * (1 + y * z)) 

 

def constraint(vars): 

    x, y, z = vars 

    # Піднімаємо бюджет характеристик до лейт-гейм рівня 

    S = 5.0 

    return S - (1.5 * x + 2.0 * y + 1.0 * z) 

 

# КРИТИЧНА ЗМІНА: Задаємо початкове наближення ближче до очікуваного 

результату, 

# щоб уникнути падіння в локальний екстремум 

initial_guess = [1.0, 0.5, 1.0] 

 

# Межі: шанс криту не може бути менше 0 і більше 100% (1.0) 

bounds = ((0, None), (0, 1.0), (0, None)) 

cons = {'type': 'eq', 'fun': constraint} 

 

result = minimize(objective, initial_guess, bounds=bounds, 

constraints=cons) 

 

if result.success: 

    x_opt, y_opt, z_opt = result.x 

    print(f"Оптимальний розподіл (при бюджеті S=5.0):") 

    print(f"ATK%: {x_opt*100:.1f}%") 

    print(f"Crit Rate: {y_opt*100:.1f}%") 

    print(f"Crit DMG: {z_opt*100:.1f}%") 

    if y_opt > 0.001: 

        print(f"Співвідношення Crit DMG / Crit Rate: {z_opt/y_opt:.2f}") 

 

Результат роботи програми 
 

 

Результат виконання програми підтверджує аналітичні висновки: оптимізатор розподіляє ресурси 

таким чином, що співвідношення між 𝑧𝑜𝑝𝑡  та 𝑦𝑜𝑝𝑡 прямує до значення 2.00, одночасно балансуючи 

змінну (силу атаки) залежно від ваги 𝑤1. 
 

Висновки 

У результаті виконання роботи було проведено комплексне дослідження математичних основ задач 

умовної оптимізації та здійснено їх практичну програмну реалізацію на прикладі моделювання 
бойових механік. Аналіз отриманих теоретичних та емпіричних результатів дозволяє зробити наступні 

узагальнені висновки: 

1. Ефективність аналітичного підходу. Підтверджено, що застосування методу множників 

Лагранжа є найбільш точним способом знаходження умовного екстремуму для мультиплікативних 
функцій багатьох змінних. Математично доведено, що за умови лінійних обмежень на ресурси, 

оптимальне співвідношення між шансом критичного влучання та критичною шкодою становить 1:2 , 

що забезпечує глобальний максимум цільової функції DPS.  
2. Дослідження неопуклості та крайових розв’язків. Експериментально виявлено, що цільова 

функція DPS є неопуклою, що створює ризик потрапляння чисельних алгоритмів у локальні 

екстремуми. Встановлено критичну залежність результату від загального бюджету характеристик (S): 

при низьких значеннях ресурсів спостерігається «крайовий розв’язок» з нульовими показниками 

критів, тоді як при досягненні порогу 𝑆 ≈ 4,15 домінантним стає мультиплікативний ефект. 



3. Роль початкового наближення. Доведено, що для стабільної збіжності ітераційних методів 
(зокрема алгоритму SLSQP у бібліотеці SciPy) критично важливим є коректний вибір початкового 

вектора (initial guess). Це дозволяє уникнути передчасної зупинки алгоритму в зонах низького градієнта 

та забезпечує знаходження глобального оптимуму.  

4. Практична цінність програмної реалізації. Розроблений інструментарій на мові Python 
продемонстрував високу швидкодію та точність обчислень завдяки використанню спеціалізованих 

математичних бібліотек. Створена модель може бути використана як базовий модуль для глибшого 

аналізу ігрового балансу, прогнозування ефективності персонажів та автоматизації розрахунків у 
задачах прикладної математики.  
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