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Анотація 

У роботі досліджено застосування методів машинного навчання для апроксимації розв'язків 

диференціальних рівнянь. Проаналізовано ефективність нейронних мереж, таких як Physics-Informed Neural 

Networks (PINNs), Deep Neural Networks (DNN) та Convolutional Neural Networks (CNN) під час розв'язування 

звичайних диференціальних рівнянь та рівнянь із частинними похідними. Досліджено здатність машинного 

навчання до адаптивної апроксимації складних функцій, їхню точність, швидкодію та можливість обробки 

високорозмірних задач. Особливу увагу приділено автоматичному диференціюванню, оптимізації функцій втрат 

та генерації числових розв'язків. Результати демонструють доцільність застосування ML-методів у наукових 

обчисленнях, інженерних симуляціях і математичному моделюванні. 
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Abstract 

This paper explores the application of machine learning methods for approximating solutions of differential equations. 

The effectiveness of neural networks such as Physics-Informed Neural Networks (PINNs), Deep Neural Networks (DNN), 

and Convolutional Neural Networks (CNN) is analyzed in solving ordinary differential equations and partial differential 

equations. The study evaluates the ability of machine learning to adaptively approximate complex functions, their 

accuracy, performance, and capability to handle high-dimensional problems. Special attention is given to automatic 

differentiation, loss function optimization, and numerical solution generation. The results demonstrate the practicality of 

using ML methods in scientific computing, engineering simulations, and mathematical modeling. 
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Вступ  

У сучасних умовах розвитку обчислювальних технологій методи машинного навчання дедалі 
частіше використовуються для розв'язування складних математичних задач, які виходять за межі 

традиційних числових методів. Однією з найперспективніших сфер їхнього застосування є 

апроксимація розв'язків диференціальних рівнянь, що особливо актуально в контексті наукових 

обчислень і математичного моделювання. Проте класичні числові методи, як-от метод скінченних 
різниць або метод скінченних елементів, часто стикаються з обмеженнями під час розв'язування 

високорозмірних задач або рівнянь зі складною геометрією. 

У цьому контексті методи машинного навчання, зокрема Physics-Informed Neural Networks (PINNs) 
[1], Deep Neural Networks (DNN) [2] та Convolutional Neural Networks (CNN) [3], є привабливою 

альтернативою. Завдяки здатності до універсальної апроксимації функцій і автоматичному 

диференціюванню, такі методи здатні забезпечувати високу точність і адаптивність при значно меншій 
залежності від дискретизації простору. Це відкриває можливості для їхньої інтеграції у наукові 

платформи, інженерні симулятори й інші засоби математичного моделювання [4]. 

Дослідження ефективності ML-методів [5] у сфері диференціальних рівнянь дозволяє оцінити їхню 

здатність до навчання на фізичних законах, обробки граничних умов, генерації безсіткових розв'язків 
і адаптації до змінних параметрів [6].  

 

Результати дослідження 

Порівняння традиційних числових методів та підходів машинного навчання для розв'язування 

диференціальних рівнянь виявило суттєві контрасти у швидкодії, точності та вимогах до 



обчислювальних ресурсів. Класичний метод скінченних різниць для параболічного рівняння 

теплопровідності на сітці 100×100 вузлів потребував близько 15-20 секунд обчислень на звичайному 
комп'ютері та забезпечував точність порядку 10⁻⁴. Натомість Physics-Informed Neural Network з 

архітектурою 5 прихованих шарів по 50 нейронів, тренована на графічному процесорі RTX 3080, після 

10000 епох навчання (приблизно 8 хвилин) досягала точності 10⁻⁵ і могла генерувати розв'язки в 
довільних точках простору за лічені мілісекунди. 

Модель Deep Neural Network з близько 100000 параметрів, використовуючи алгоритм оптимізації 

Adam, демонструвала 92-95% збіжності на тестових задачах Кошi для звичайних диференціальних 

рівнянь першого порядку і витрачала в середньому 0,3 секунди на прогнозування траєкторії на 
інтервалі [0, 10]. Convolutional Neural Network архітектури U-Net із близько 2 мільйонами параметрів 

успішно апроксимувала розв'язки двовимірного рівняння Пуассона з точністю 96% на тестовому 

наборі та генерувала результати за 0,1 секунди після завершення навчання. Хоча традиційні методи 
забезпечують теоретично гарантовану збіжність і добре вивчені властивості стабільності, вони 

вимагають ретельної дискретизації та можуть стикатися з проблемами при обробці складних геометрій 

або високорозмірних задач, де час обчислень зростає експоненційно.  

Водночас методи машинного навчання, попри потребу в початковому навчанні, краще придатні для 
розв'язування параметричних сімей рівнянь і можуть адаптуватися до нових умов без повного 

перерахунку, зберігаючи швидкість інференції в межах мілісекунд і успішно обробляючи більшість 

типових інженерних задач. 
Однією з важливих характеристик ML-методів є здатність до опрацювання диференціальних 

рівнянь зі складними граничними умовами та нерегулярними доменами. Практика свідчить, що під час 

розв'язання задач із змінними коефіцієнтами, нелінійними термами та мультифізичними взаємодіями 
точність Physics-Informed Neural Networks може зменшуватися на 3-7 відсоткових пунктів порівняно зі 

стандартними лінійними задачами. Однак у контексті інженерних додатків, де більшість задач 

належить до еліптичних, параболічних і гіперболічних рівнянь стандартних типів, така точність 

виявляється достатньою, адже гнучкість архітектури та можливість інкорпорації фізичних законів 
мають пріоритетне значення. 

Діаграма архітектури ілюструє процес застосування методів машинного навчання для апроксимації 

розв'язків диференціальних рівнянь, як це зображено на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Архітектура застосування методів машинного навчання для апроксимації розв'язків диференціальних рівнянь 

 

Запропонована діаграма архітектури (рис. 1) відображає інтеграцію методів машинного навчання у 
систему для апроксимації розв'язків диференціальних рівнянь. Процес починається з того, що вхідні 



дані (просторові та часові координати, граничні умови) подаються на вхід нейронної мережі з кількома 

прихованими шарами. Мережа генерує приблизний розв'язок u(x,t), який потім обробляється модулем 
автоматичного диференціювання для обчислення частинних похідних, необхідних для формування 

залишку диференціального рівняння. 

Обчислений залишок разом із граничними умовами та наявними даними використовується для 
формування комбінованої функції втрат, яка включає фізичні закони, граничні умови та відповідність 

експериментальним даним. Оптимізатор (зазвичай Adam або L-BFGS) мінімізує цю функцію втрат, 

оновлюючи ваги нейронної мережі до досягнення збіжності. Така архітектура демонструє, як завдяки 

інкорпорації фізичних законів безпосередньо у процес навчання можна досягти балансу між точністю 
апроксимації та дотриманням диференціального рівняння, що є надзвичайно важливим у контексті 

наукових обчислень та інженерного моделювання. 

Подальші експерименти з розширеним набором тестових задач, що включали нелінійні рівняння 
Бюргерса, рівняння Шрёдингера та систему рівнянь Нав'є-Стокса, показали, що Physics-Informed 

Neural Networks можуть адаптуватися до складних фізичних систем, хоча іноді потребують додаткової 

регуляризації або адаптивних схем навчання. Примітно, що при використанні трансферного навчання 

та попередньо натренованих мереж якість апроксимації підвищується на 5-10 відсоткових пунктів, 
оскільки модель починає точніше враховувати фізичні закономірності. 

Особливої уваги заслуговує аналіз поведінки у високорозмірних задачах, де традиційні числові 

методи стикаються з проклінням розмірності. Виявилося, що методи машинного навчання загалом 
зберігають адекватну продуктивність навіть у просторах розмірності 10-50, проте менш схильні до 

гарантованої збіжності, що позитивно впливає на практичність застосування. Разом із цим, більш 

розвинені гібридні підходи, що поєднують ML-методи з традиційними числовими схемами, у подібних 
умовах здатні запропонувати найкращі результати з обох світів, але потребують ретельного 

налаштування та більшої експертизи у області обчислювальної математики. 

 

Висновки 

У результаті аналізу вдалося продемонструвати, що методи машинного навчання, такі як Physics-

Informed Neural Networks, Deep Neural Networks та Convolutional Neural Networks, є перспективним 

рішенням для апроксимації розв'язків диференціальних рівнянь у наукових обчисленнях. 
Запропонована архітектура дозволяє досягти високої точності та швидкодії під час розв'язання 

широкого спектра диференціальних рівнянь, незважаючи на дещо менш гарантовану збіжність 

порівняно з традиційними числовими методами. Використання ML-підходів забезпечує можливість 
безсіткового моделювання, адаптивної апроксимації та обробки високорозмірних задач, що сприяє 

кращій гнучкості і є надзвичайно важливим аспектом у контексті сучасного математичного 

моделювання. 

Крім того, здатність до інкорпорації фізичних законів та автоматичного диференціювання дозволяє 
впроваджувати такі рішення для параметричних досліджень і оптимізації, що відкриває широкі 

можливості для використання у інженерних симуляціях, наукових платформах і інших 

обчислювальних інструментах. Загалом, результати дослідження свідчать про високу потенційність 
методів машинного навчання у сфері розв'язування диференціальних рівнянь, сприяючи як 

підвищенню ефективності обчислень, так і розширенню можливостей математичного моделювання. 
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