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Анотація 

В даній роботі приведено приклад розв’язування задачі знаходження екстремуму функції двох змінних за 

допомогою системи комп’ютерної математики Maple. Також розглянуто реалізацію графічної інтерпретації 

розв’язку. 
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Abstract 

This work presents an example of solving the problem of finding the extremum of a two variables function using the 

computer mathematics system's Maple. The implementation of graphical interpretation of the solution is also consid-

ered. 

Keywords: extreme function, information and educational environment, 3D graph, computer mathematics system, 

Maple. 

 

Вступ  

Системи комп’ютерної математики Мaple надає можливість користувачу використовувати інтеле-

ктуальне середовище для математичних досліджень [1–22], зокрема виконувати швидко й ефективно 

не тільки символьні, але і чисельні розрахунки [1 – 20]. 

Метою даної роботи є адаптування використання СКМ Maple для знаходження екстремуму функ-

ції двох змінних із підтримкою візуалізації отриманого розв’язку. 

 

Результати дослідження 

В СКМ Maple для дослідження функцій на екстремум є кілька команд, які входять до стандартної 

бібліотеки Optimization даної програми.  

Для знаходження мінімуму і максимуму функції однієї чи багатьох змінних на певному інтервалі 

без обмежень на змінні використовуються відповідно команди: 

minimize (f, vars, ranges, opts), 

maximize(f, vars, ranges, opts), 

де f – алгебраїчний вираз функції, екстремуми якої необхідно знайти; vars – список змінних, за 

якими шукається мінімум чи максимум; ranges – область визначення змінних виду x1=a1..b1, x2=a2..b2, 

..., xn=an..bn для функції від n змінних. 

Якщо замість опису області визначення змінної функції вказати `infinity` або інтервал x=infinity.. + 

infinity, ( i=1,n), то за допомогою команд minimize та maximize будуть шукатися відповідно мінімуми 

та максимуми при всіх значеннях змінних, як на множині дійсних чисел, так і на множині комплекс-

них чисел. Якщо ж опис змінної взагалі відсутній, то пошук екстремуму буде здійснюватися тільки 

на множині дійсних чисел. 

Параметр opts – список необов’язкових параметрів. Наприклад, при введенні параметра location 

(або location=true) результат виводиться в розширеному вигляді, після значення мінімуму (максиму-



  

му) в фігурних дужках вказуються координати точок мінімуму (максимуму). Якщо мінімум (макси-

мум) відповідної функції не існує, або не вдається його знайти, то виводиться вираз, що відповідає 

заданій функції, а при наявності параметра location виводиться текст location=false і порожній спи-

сок. 

Приклад. Знайти на екстремум функцію двох змінних .69xz 22 xyyxy   

Для знаходження мінімуму та максимуму функції двох змінних в області визначення використо-

вували команди minimize та maximize без параметра ranges та локального екстремального значення із 

вказаним параметром (рис. 1). Для аналізу отриманого розв’язку також виконано відповідні графічні 

побудови (рис. 2). 
restart: 

with(plots): 

with(Optimization): 
z:=(x,y)->x^2+y^2+9*x-6*y+x*y; 

zf:=x^2+y^2+9*x-6*y+x*y: 

 := z ( ),x y    x2 y2 9 x 6 y x y  
z_min:=minimize(zf,location); 

z_max:=maximize(zf,location); 

 := z_min ,-57 { }[ ],{ },x -8 y 7 -57  
 := z_max , { }, , ,[ ],{ }x   [ ],{ }x   [ ],{ }y   [ ],{ }y    

x[0]:=-8: y[0]:=7:z[min]:=minimize(zf): 
z_min_local:=minimize(zf,x=-4..4,y=-4..4,location); 

z_max_local:=maximize(zf,x=-4..4,y=-4..4,location); 

 := z_min_local ,-44 { }[ ],{ },x -4 y 4 -44  
 := z_max_local ,76 { }[ ],{ },x 4 y -4 76  

sf:=plot3d(zf,x=-10..2,y=-2..10,grid=[20,20],axes=boxed): 

p_min:=pointplot3d({[x[0],y[0],z[min]]},symbol=circle,color=red,symbol

size=20): 

display({sf,p_min}); 

 

 

Рис. 1 – Візуалізація розв’язку задачі знаходження екстремума функції двох змінних в СКМ Maple 

 



  

 

  
 

Рис. 2 – Візуалізація отриманого розв’язку знаходження мінімального значення в СКМ Maple 

 

Висновки 

Частина математичного апарату та розроблені фрагменти коду в СКМ Maple надають можливість 

покращувати якість отриманих знань під час розв’язування типових задач вищої математики. 
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